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TEORÍA CUÁNTICA DE CAMPOS CURSO JAVIER GARCÍA 

Conceptos matemáticos de teoría cuántica de campos 

Desarrollo de series de potencia mediante Taylor 
 

 

Diagonalización de matrices 
Una matriz cuadrada "𝐴" se dice que es diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal. Es 

decir, si mediante un cambio de base puede reducirse a una forma diagonal. En este caso, la matriz 

podrá descomponerse de la forma 𝐴 = 𝑀𝐷𝑀−1 . En donde "𝑀" es una matriz invertible cuyos 

vectores columna son vectores propios de 𝐴, y 𝐷 es una matriz diagonal formada por los valores 

propios de 𝐴. 

Si la matriz 𝐴 es semejante ortogonalmente a una matriz diagonal, es decir, si la matriz 𝑀 es 

ortogonal se dice entonces que la matriz 𝐴 es diagonalizable ortogonalmente, pudiendo escribirse 

como 𝐴 = 𝑀𝐷𝑀𝑇. El teorema espectral garantiza que cualquier matriz cuadrada simétrica con 

coeficientes reales es ortogonalmente diagonalizable. En este caso 𝑀 está formada por una base 

ortonormal de vectores propios de la matriz siendo los valores propios reales. La matriz 𝑀 es por 

tanto ortogonal y sus vectores filas de 𝑀−1 son vectores columnas de 𝑀. 

Si una matriz es simétrica entonces es diagonalizable 

Una matriz simétrica tiene la siguiente forma  

(
𝑎 𝑏 𝑐
𝑏 𝑒 𝑑
𝑐 𝑑 𝑓

) 

Ejemplo. 

Encontrar una base de vectores 𝑀 = {𝑣1, 𝑣2} que sea propio de la matriz 

𝐴 = (
1 −1
−1 1

) 

Para que exista un vector propio de la matriz se supone que el vector debe tener la forma 

𝐴𝑣 = 𝜆𝑣 

(
1 −1
−1 1

)(
𝑥
𝑦) = 𝜆 (

𝑥
𝑦) 

(
𝑥 − 𝑦
−𝑥 + 𝑦) = (

𝜆𝑥
𝜆𝑦
) 

(
𝑥 − 𝑦
−𝑥 + 𝑦) − (

𝜆𝑥
𝜆𝑦
) = (

0
0
) 
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(
𝑥 − 𝑦 − 𝜆𝑥
−𝑥 + 𝑦 + 𝜆𝑦

) = (
0
0
) 

(
1 − 𝜆 −1
−1 1 − 𝜆

)(
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

𝐴 − 𝜆𝕀 = 0 

Teorema: Existen infinito número de vectores 𝑎𝑖𝑣 para una sola 𝜆 que satisface un sistema 

compatible indeterminado. Para encontrar los eigenvalores 

𝐷𝑒𝑡(𝐴 − 𝜆𝕀) = 0 

(1 − 𝜆)2 − 1 = 0 

Los eigenvalores son 

𝜆1 = 0, 𝜆2 = 2 

Para el eigenvector de 𝜆1 = 0 existen infinitos valores de vectores, para nuestro estudio estaremos 

usando los vectores cuya magnitud o modulo sea igual a 1 (se buscan normalizar)  

𝑣1 =
1

√2
(
1
1
) 

Para 𝜆2 = 2 

𝑣2 =
1

√2
(
−1
1
) 

Una condición que pide la teoría será que el determinante de la base sea mayor que cero 

|𝑣1 𝑣2| = ||

1

√2
1

√2

−
1

√2
1

√2

|| > 0 

𝑑𝑒𝑡𝑀 = ||

1

√2
1

√2

−
1

√2
1

√2

|| = 1 

Ortogonalidad de las componentes de la base M 
Esos vectores son ortogonales 𝑣1 ∙ 𝑣2 = 0 

𝑣1
𝑇𝑣2 = (

1

√2

1

√2
)

(

 
 
−
1

√2
1

√2 )

 
 

 

Teorema: Una propiedad de las matrices ortogonales es que la matriz inversa es igual a su 

transpuesta.  Por lo que 𝑀−1 = 𝑀𝑇  
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Teorema: Si una matriz es simétrica entonces la matriz es ortogonalmente diagonalizable y si una 

matriz es ortogonalmente diagonalizable entonces es simétrica. 

La matriz diagonal se puede calcular 

𝐷 = 𝑀𝑇𝐴𝑀 

𝐴 = 𝑀𝐷𝑀𝑇 

Ejercicio 

Se quiere hacer un cambio de variable de manera que en las nuevas variables 𝑢, 𝑣 que son de la 

base 

𝑀 =

(

 
 

1

√2
1

√2

−
1

√2
1

√2 )

 
 

 

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥𝑦 = 𝑢2 + 𝑣2 

El vector dado está expresado en la base canónica  

𝑣 = (
𝑥
𝑦) = 𝑥 (

1
0
) + 𝑦 (

0
1
) 

(
𝑥
𝑦) =

(

 
 

1

√2
1

√2

−
1

√2
1

√2 )

 
 
(
𝑢
𝑣
) 

𝑥 =
𝑢 − 𝑣

√2
, 𝑦 =

𝑢 + 𝑣

√2
 

Se puede escribir entonces como 

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥𝑦 = 𝜆1𝑢
2 + 𝜆2𝑣

2 

𝐴 (
𝑥
𝑦) = 𝐷 (

𝑢
𝑣
) 

Ejercicio propuesto 

Se define un campo 

𝜙(𝑥) = (𝜙1(𝑥) 𝜙2(𝑥) 𝜙3(𝑥)) 

𝐿 = −6𝜙1
2, −6𝜙2

2 − 6 𝜙3
2 − √2𝜙1𝜙2 − √2𝜙2𝜙3 

A) Encontrar la matriz 𝐴 que cumple 

𝜙𝑇𝐴𝜙 = 𝐿 

Solución. 
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(𝜙1 𝜙2 𝜙3)𝐴(

𝜙1
𝜙2
𝜙3

) = −6𝜙1
2 − 6𝜙2

2 − 6 𝜙3
2 − √2𝜙1𝜙2 − √2𝜙2𝜙3 

Para encontrar los valores que debe tener la matriz 𝐴 se proponen los siguientes términos dentro 

de la matriz los cuales deben ser iguales a 𝐿 

(𝜙1 𝜙2 𝜙3)(
𝐴11 𝐴12 𝐴13
𝐴21 𝐴22 𝐴23
𝐴31 𝐴32 𝐴33

)(

𝜙1
𝜙2
𝜙3

) = −6𝜙1
2 − 6𝜙2

2 − 6 𝜙3
2 − √2𝜙1𝜙2 − √2𝜙2𝜙3 

Realizando la multiplicación de la parte 𝐴𝜙 

(𝜙1 𝜙2 𝜙3)(
𝐴11 𝐴12 𝐴13
𝐴21 𝐴22 𝐴23
𝐴31 𝐴32 𝐴33

)(

𝜙1
𝜙2
𝜙3

) = (𝜙1 𝜙2 𝜙3) (

𝐴11𝜙1 + 𝐴12𝜙2 + 𝐴13𝜙3
𝐴21𝜙1 + 𝐴22𝜙2 + 𝐴23𝜙3
𝐴31𝜙1 + 𝐴32𝜙2 + 𝐴33𝜙3

) 

Ahora la parte de la multiplicación 𝜙𝑇 

𝜙1(𝐴11𝜙1 + 𝐴12𝜙2 + 𝐴13𝜙3) + 𝜙2(𝐴21𝜙1 + 𝐴22𝜙2 + 𝐴23𝜙3) + 𝜙3(𝐴31𝜙1 + 𝐴32𝜙2 + 𝐴33𝜙3)

= −6𝜙1
2, −6𝜙2

2 − 6 𝜙3
2 − √2𝜙1𝜙2 − √2𝜙2𝜙3 

𝐴11𝜙1
2 + 𝐴12𝜙1𝜙2 + 𝐴13𝜙1𝜙3 + 𝐴21𝜙2𝜙1 + 𝐴22𝜙2

2 + 𝐴23𝜙2𝜙3 + 𝐴31𝜙3𝜙1 + 𝐴32𝜙3𝜙2
+ 𝐴33𝜙3

2 = 

Los coeficientes de la matriz simétrica son 𝐴12 = 𝐴21, 𝐴23 = 𝐴32 

𝐴12 + 𝐴21 = 𝐴23 + 𝐴32 = −√2 

𝐴11 = 𝐴22 = 𝐴33 = −6, 𝐴12 = 𝐴23 = 𝐴21 = 𝐴32 = −
√2

2
, 𝐴13 = 𝐴31 = 0 

𝐴 =

(

 
 
 
 
−6 −

√2

2
0

−
√2

2
−6 −

√2

2

0 −
√2

2
−6 )

 
 
 
 

 

B) Diagonalizar 𝐴 

Solución. 

Los valores propios 𝜆 se calculan mediante el determinante  

𝐷𝑒𝑡(𝐴 − 𝜆𝕀) = 0 
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|

|

(

 
 
 
 
−6 −

√2

2
0

−
√2

2
−6 −

√2

2

0 −
√2

2
−6 )

 
 
 
 

− (
𝜆 0 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆

)

|

|

= 0 

Haciendo las operaciones 

𝐴 − 𝜆𝕀 =

(

 
 
 
 
−6 − 𝜆 −

√2

2
0

−
√2

2
−6 − 𝜆 −

√2

2

0 −
√2

2
−6 − 𝜆)

 
 
 
 

 

𝐷𝑒𝑡(𝐴 − 𝜆𝕀) = −(6 + 𝜆) [(6 + 𝜆)2 − (
√2

2
)

2

] +
√2

2
[(
√2

2
) (6 + 𝜆) − 0] 

= −(6 + 𝜆) [(6 + 𝜆)2 −
1

2
] +

1

2
(6 + 𝜆) 

= −(6 + 𝜆) {(6 + 𝜆)2 −
1

2
−
1

2
} = −(6 + 𝜆){36 + 12𝜆 + 𝜆2 − 1} = −(6 + 𝜆){35 + 12𝜆 + 𝜆2}

= −(6 + 𝜆)(7 + 𝜆)(5 + 𝜆) = 0 

𝜆1 = −7, 𝜆2 = −6, 𝜆3 = −5 

Matriz que contiene a los eigenvectores que son base de 𝐴 

𝑀 = (𝑚⃗⃗ 1 𝑚⃗⃗ 2 𝑚⃗⃗ 3) 

𝑚⃗⃗ 1 = (

𝑥1
𝑦1
𝑧1
) , 𝑚⃗⃗ 2 = (

𝑥2
𝑦2
𝑧2
) , 𝑚⃗⃗ 3 = (

𝑥3
𝑦3
𝑧3
) 

En forma general tenemos  (𝐴 − 𝜆𝑖𝕀)𝑚⃗⃗ 𝑖 = 0⃗ . Las ecuaciones generales son las siguientes 

(

 
 
 
 
−6 − 𝜆𝑖 −

√2

2
0

−
√2

2
−6 − 𝜆𝑖 −

√2

2

0 −
√2

2
−6 − 𝜆𝑖)

 
 
 
 

(

𝑥𝑖
𝑦𝑖
𝑧𝑖
) = (

0
0
0
) 

−(6 + 𝜆𝑖)𝑥𝑖 −
√2

2
𝑦𝑖 = 0 

−
√2

2
𝑥𝑖 − (6 + 𝜆𝑖)𝑦𝑖 −

√2

2
𝑧𝑖 = 0 
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−
√2

2
𝑦𝑖 − (6 + 𝜆𝑖)𝑧𝑖 = 0 

Ahora para el eigenvector 𝑚⃗⃗ 1 con eigenvalor  𝜆1 lo cual es (𝐴 − 𝜆1𝕀)𝑚⃗⃗ 1 = 0. Las ecuaciones son las 

siguientes 

−(6 − 7)𝑥1 −
√2

2
𝑦1 = 0 

−
√2

2
𝑥1 − (6 − 7)𝑦1 −

√2

2
𝑧1 = 0 

−
√2

2
𝑦1 − (6 − 7)𝑧1 = 0 

La dependencia 

𝑥1 =
√2

2
𝑦1,

√2

2
𝑦1 = 𝑧1 

𝑚⃗⃗ 1 = (

𝑥1
𝑦1
𝑧1
) =

(

  
 

√2

2
𝑦1

𝑦1

√2

2
𝑦1)

  
 
= 𝑦1

(

 
 

√2

2
1

√2

2 )

 
 

 

Ahora buscamos el valor de 𝑧2 para que  |𝑚⃗⃗ 1| = 1 

|𝑚⃗⃗ 1| = 𝑧1√(
√2

2
)

2

+ 1 + (
√2

2
)

2

= 1 

𝑧1 =
1

√2
 

𝑚⃗⃗ 1 =
1

√2

(

 
 

√2

2
1

√2

2 )

 
 
=

(

 
 
 

1

2
1

√2
1

2 )

 
 
 

 

Ahora para el eigenvector 𝑚⃗⃗ 2 con eigenvalor  𝜆2 lo cual es (𝐴 − 𝜆2𝕀)𝑚⃗⃗ 2 = 0. Las ecuaciones son 

las siguientes 

−(6 − 6)𝑥2 −
√2

2
𝑦2 = 0 

−
√2

2
𝑥2 − (6 − 6)𝑦2 −

√2

2
𝑧2 = 0 
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−
√2

2
𝑦2 − (6 − 6)𝑧2 = 0 

La dependencia y los valores son 

𝑥2 = −𝑧2, 𝑦2 = 0 

𝑚⃗⃗ 2 = (

−𝑧2
0
𝑧2
) = 𝑧2 (

−1
0
1
) 

Ahora buscamos el valor de 𝑧2 para que  |𝑚⃗⃗ 2| = 1 

|𝑚⃗⃗ 2| = 𝑧2√(−1)
2 + 1 = 1 

𝑧2 =
1

√2
 

𝑚⃗⃗ 2 =
1

√2
(
−1
0
1
) =

(

 
 
−
1

√2
0
1

√2 )

 
 

 

Ahora para el eigenvector 𝑚⃗⃗ 3 con eigenvalor  𝜆3 lo cual es (𝐴 − 𝜆3𝕀)𝑚⃗⃗ 3 = 0. Las ecuaciones son 

las siguientes 

−(6 − 5)𝑥3 −
√2

2
𝑦3 = 0 

−
√2

2
𝑥3 − (6 − 5)𝑦3 −

√2

2
𝑧3 = 0 

−
√2

2
𝑦3 − (6 − 5)𝑧3 = 0 

La dependencia de las componentes en términos de la componente 𝑦3  

𝑥3 =
√2

2
𝑦3, 𝑧3 =

√2

2
𝑦3 

𝑚⃗⃗ 3 = (

𝑥3
𝑦3
𝑧3
) =

(

  
 

√2

2
𝑦3

−𝑦3

√2

2
𝑦3)

  
 
= 𝑦3

(

 
 

√2

2
−1

√2

2 )

 
 

 

Ahora buscamos el valor de 𝑦3 para que  |𝑚⃗⃗ 3| = 1 

|𝑚⃗⃗ 3| = √(−
√2

2
𝑦3)

2

+ 𝑦3
2 + (−

√2

2
𝑦3)

2

= 1 
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𝑦3√
1

2
+ 1 +

1

2
= 1, 𝑦3 =

1

√2
 

𝑚⃗⃗ 3 = −𝑦3

(

 
 

√2

2
−1

√2

2 )

 
 
= −

1

√2

(

 
 

√2

2
−1

√2

2 )

 
 
=

(

 
 
 
−
1

2
1

√2

−
1

2)

 
 
 

 

La nueva base está dada por 

𝑀 =

(

 
 
 

1

2
1

√2
1

2

−
1

√2
0
1

√2

1

2

−
1

√2
1

2 )

 
 
 

 

Ahora se calcula la matriz diagonal 

𝐷 = 𝑀𝑇𝐴𝑀 

𝐷 =

(

 
 
 
 

1

2

1

√2

1

2

−
1

√2
0

1

√2
1

2
−
1

√2

1

2 )

 
 
 
 

(

 
 
 
 
−6 −

√2

2
0

−
√2

2
−6 −

√2

2

0 −
√2

2
−6 )

 
 
 
 

(

 
 
 

1

2
1

√2
1

2

−
1

√2
0
1

√2

1

2

−
1

√2
1

2 )

 
 
 

 

𝐷 = (
−5 0 0
0 −6 0
0 0 −7

) 

Hay que pasar a unas variables 𝜙 a 𝜓 mediante la matriz 

𝜙𝑖 = 𝑀𝑖𝑗𝜓𝑗 

(

𝜙1
𝜙2
𝜙3

) =

(

 
 
 

1

2
1

√2
1

2

−
1

√2
0
1

√2

1

2

−
1

√2
1

2 )

 
 
 

(

𝜓1
𝜓2
𝜓3

) 

C) Mostrar que 

𝐿 = 𝜓𝑗
𝑇𝐷𝜓𝑗 
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𝐿 = (𝜓1 𝜓2 𝜓3)(
−5 0 0
0 −6 0
0 0 −7

)(

𝜓1
𝜓2
𝜓3

) 

𝐿 = −5𝜓1
2 − 6𝜓2

2 − 7𝜓3
2 

Comprobación mediante Mathematica 
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